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TINJAUAN PUSTAKA

A. Aljabar Max-Plus
Himpunan bilangan riil (R) dengan diberikan opersai max dan plus

dengan mengikuti definisi berikut :

Definisi H.A.1:
Didefinisikan € & —co dan e & 0, dan untuk himpunan R U {—oo}
dinotasikan dengan R,,,, , untuk setiap a, b € R,,,», didefinisikan operasi &
dan ® dengan:

a®b & maxifa, b) dan a®b ¥ a+b
Untuk setiap R,,,, dengan operasi @ dan @ dinamakan aljabar max-plus

dan dinotasikan dengan:

(Riax » ©,Q).
(Heidergott,2006:2)
Dan untuk operasi a dengan —00, maka
max(a, —) = max(—o,a) = a dan a + (=) = —o + a = —oo , untuk

setiap a € R,,,,, , sehingga didapat:

a@e=c@Pa=a dan aQec=cQa=c¢ (2.1)

Contoh I11.A.1:

1. 562 =max(52)=>5
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2. 5@ & =max(5,—») =5
4. e®2 =max(0,2) =2

5. 5@2=5+2=7

1. Sifat-sifat Aljabar Max-Plus
Aljabar max-plus mempunyai sifat-sifat sebagai berikut:
a. Bersifat assosiatif:
VX, 9,2 € Rpaxr @ x®(y®Bz) = (x®y)Dz, dan
VXY, ZERpr = @ (¥ ®2) = ®y) Q z.
Bukti:
. x®(y®z) = max(x, max(y,z))
= max(x, y, z)
= max(max(x,y), z)
= (x®y)Dz
i xQ(yQ®2z)=x+(y+2)
=x+y+z
=(x+y)+z

= ®y)Q z.

Contoh I1.A.2:

1. 30(7®e)=B3B7)Pe

e 3®(7®¢) =max(3, max(7,(—)) = max(3,7) =7
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e (38®7)®e=max(max(3,7),(—)) = max(7,(—)) =7
2.5(®2)=6Q0e) Q2
e 5®(E®2)=5+(—0+2)=5+(—0)=—w

e 50)®2=(5+(-0))+2=-0+2=-0w

b. Bersifat komutatif:

VxX,y,Z € Ryue @ x®y=y®x, dan

Vx,y,2€ Ry 1 xQ®y = yQx.

Buki:
i. x@®y = max(x,y) = max(y, x) = y®x.
. xQ@y=x+y=y+x=yQx.

Contoh I1.A.3:

1. —2@23 = 23®(-2)
o —2@®23=max(—223) =123

o 230(—2) = max(23,—2) =23

2. 4®(-9) = —9®4
e 4®(-9)=4+(-9)=5
e 9®-4=-9+4=5

c. Mempunyai elemen identitas pada operasi pertama(@®) (elemen nol):

Vx ER,, ¢ xPe=cebx =x.
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Bukti:

i. x@Pe= max(x, (—00)) = max(—o,x) = ¢Px = x.

Contoh I11.A4:
1. 7®e = @7
o 7®&=maxi(7,(=»))=7

o @7 =maxifo,7) =7

d. Mempunyai elemen identitas pada operasi kedua(®) (elemen unit):

VXERpu @ X ®e=eQx=x.

Bukti:

L xQRQRe=x+0=0+x=eQ x=x.
Contoh Il.A.5:
1. 9RQe=e®R9

e 9®e=94+0=9

e e®9=0+9=9

e. Bersifat distributif :

Distributif Kiri:

VX,Y,Z€ Ryay ¢ x@(yPz) = (xQy)D(xQ2z).
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f.

Distributif kanan:

VX, Y,Z€E Ryey @ (x®By)®z = (x®@2)B(yQ2z).

Bukti:
. x@(y®z) =x+ max(y,z) =max(x +y,y+z) =
(x®y)D(x®z).
ii. (x®y)®z =max(x,y) +z=max(x + z,y + z) =
(x®2)B(yQ2z).
Contoh 11.A.6:

1. 5@(U4®e) = (58490 (5®e)

o 5@(4®e) =5+ max(4,0)=5+4=9

o (5®@DB(5®e) = max(5+4,5+0) = max(9,5) = 9
2. (49e)Q3 = (4Q3)D(¢®3)

o (40e)®3 =max(4, (=) +3=4+3=7

e (43)P(e®3) =max(4+3,(—x) +3) =

max(7, (—00)) 2

Mempunyai elemen pembuat nol untuk operasi kedua(®):
VXER,y @ xQ@e=ec@x =c¢.
Bukti:

L xQ@Qe=x+(—0)=—-0+x=cQRQx=-c¢.
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Contoh I1.LA.7:
1. 5Qs=e®5
e 5s=5+(—0)=—0

o £®5=—-0+5=-00

g. ldempoten pada operasi pertama(@®):
Vx € Ryge @ x®x =x.
Bukti:

i. x®x = max(x,x) = x.

Contoh I1.A.8:

1. 787 = maxi{7,7) =7

Dengan sifat-sifat operasi pada bilangan riil maka didefinisikan

operasi pangkat pada aljabar max-plus yaitu sebagai berikut:

Definisi 11.A.2:
Untuk setiap x € R4 , Maka:

1. x%" & xyRxQxQ ..Qx =x+x+x+-+x=n Xx, untuk

n kali n kali

setiap n € R dengan n # 0,
2. x®0 & o =0, untukn = 0.

(Heidergott,2006:2)
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Contoh I11.A.9:
1. 58 =6x5 =230
2. 286 =6x2=12
3. 3%0 =90
4. 026 =6x0=0
5. 1281 =% 12=3
612975 = —Ax 1223

11

Sebuah himpunan tak kosong R,,., dengan diberikan operasi & dan

&, maka diperoleh definisi sebagai berikut:

Definisi 11.A.3:

R4 Sebuah semi ring, jika:

1. (R, ©) mempunyai sifat assosiatif dan komutatif dengan elemen

nol.

2. (R, ,®) mempunyai sifat assosiatif, distributif terhadap operasi &

(distributif kanan dan distributif kiri) dan memiliki elemen unit.

3. Mempunyai elemen pembuat nol pada operasi &.

Jika R,,,, terhadap operasi ® komutatif, maka R,,,, disebut semi ring yang

komutatif dan jika terhadap operasi @ adalah idempoten yaitu jika berlaku

a®a=a,Vace€ R, ,maka R,,,, disebut semiring idempoten.

(Heidergott, 2006:4)
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Aljabar max-plus (R,,..,D,&) adalah sebuah contoh dari semi ring
yang komutatif dan idempoten. Contoh semiring yang komutatif dan
idempoten yang lain yaitu: Aljabar min-plus yang didefinisikan dengan
(Rypin »®',®), dimana R,,;, = RU {e'}, dengan a® b & mini{a, b) untuk

semuaa,b ER,,;, ,dane & +oo.

B. Sistem Interval pada Aljabar Max-Plus
1. Matriks dan vektor
Matriks m X n pada aljabar max-plus dinotasikan dengan R X",

dan untuk m,n € N. Elemen dari matriks A € R pada baris i dan

kolom j dilambangkan dengan a;; dan bisa juga dengan [A] dengan

iy oo

i€Emdanj € n,dengan m & {1,2,3,...,m} dann £ {1,2,3,...,n}.

a) Sifat-sifat operasi max (@) dan plus (&) pada matriks
Apabila diketahui 4,B € R™X* M e RmXl N € RX"  dan
o« € R4 ;-dengan o< adalah skalar, maka:
1) A®B = [A®B];; = a;;® b;; = maxifa;;,b;), dengan i €m dan

JEN

(2.2)

2) AGB=B®A

3) x@A=[x®A]; =x® a; =x +a;,dengani € m danj € n.
l

4 MQQN=[MQN]; = jGjlmij ® njy = maxifing + ny}

dengani € m dan k € n. (2.3)
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Contoh I11.B.1:

Diberikan dua buah matriks A dan B sebagai berikut:

=G e =P Y

maka nilai A@B dapat ditemukan dengan cara mencari elemen-
elemen dari A@B yaitu sebagai berikut:
[A®B];; =e® —2 = maxi{D,—2) =0
[ABB]i; = B4 = maxifio,4) = 4
[ABB],; = 201 = maxi{2,1) = 2

dan

[A®B],; = 5@ & = maxi{h, —o) =5
sehingga didapat:

2 8)

408 = (

Dan nilai B@A dapat ditemukan dengan cara mencari elemen-
elemen dari B@A yaitu sebagai berikut:

[BDAl; = —20 e = maxii{(—2,0) =0

[BDA]; = 4De = maxifi, —) = 4

[BDA],; = 102 = maxi{il,2) =2

dan

[BDA],; = e ®5 = maxifi—o,5) =5
sehingga didapat:

04)

B@A:(z 5
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Contoh 11.B.2:

Diberikan dua buah matriks A dan B sebagai berikut:

=Y e a=(7 M

maka A @ B ditemukan dengan cara mencari nilai elemen-elemen
A @ B yaitu sebagai berikut:
[AR®Bl;1 =e@R (1) B e®1 = maxifd — 1, -0 + 1)
=1
[ARBli, =e®11@ e ® ¢ = max{0 + 11, —0 — )
=11
[ARBl;;=3@(-1)®2Q@1=max{B—-12+1)=3
dan
[AQBl,;, =3Q@11 P 2Q® ¢ = maxi(3 + 11,2 — ) = 14
sehingga didapat:

5 1)

A®B = (
Dan nilai B @ A ditemukan dengan cara mencari nilai elemen-
elemen B @ A yaitu sebagai berikut:
[BRAl; =-1®e®11®3 = maxif—1+ 0,11 + 3)
=14
[BRAl, =—-1Q¢ ®11Q 2 = maxf—1 + (—),11 + 2)
=13
[BRA,1 =1Qe® ¢®2 =maxi{l +0,—00+2) =2

dan
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B®AlL=1Q ¢® £ ® 2 = maxifil + (—),—c + 2)
= —00
sehingga didapat:

14 13)

B®A=(5,

untuk operasi & tidak bersifat komutatif karena A ® B # B Q A.

Definisi 11.A.4:
&(m,n) adalah matriks m X n dengan semua elemennya & , dan E(m,n)

adalah matriks m X n dengan definisi sebagai berikut:

[E(m,n)]; &

e untuk i =j
b= Gy

untuk i yang lain
Jika= n , maka E(n,n) disebut sebagai matriks identitasn X n .
(Heidergott,2006:6)
R X" terhadap operasi @ mempunyai sifat assosiatif, mempunyai
elemen nol (e(m,n)) dan bersifat idempoten. R X" terhadap operasi &
mempunyai sifat assosiatif, distributif terhadap operasi @ , mempunyai
elemen unit E(m,n) dan e(m, n) elemen pembuat nol untuk operasi ®.
Transpose A € R™X" dinotasikan dengan A" dan definisinya sama
dengan transpose pada matriks biasa. Elemen-elemen dari R%,,, & RX1
disebut sebagai vektor. Elemen ke j dari vektor RZ, ., dinotasikan dengan
x;, yang selanjutnya ditulis dengan [x]; . Vektor pada R, dengan semua
elemennya e disebut vektor unit dan dinotasikan dengan u, dengan

[u]; = e untukj € n.
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Sebuah matriks A € R X", apabila dipangkatkan dengan k € N

dapat dicari nilainya dengan mengikuti definisi sebagai berikut:

Definisi 11.A.5:

Setiap A € R™X" maka A pangkat k (A®*) didefinisikan dengan:

APE & A RA R ... DA (2.4)
n kali
untuk k € N dengan k = 0, dan A®? & E(n,n) . (Heidergott,2006:7)

. Sistem Interval pada Aljabar Max-Plus
Matriks-matriks. dalam - aljabar max-plus (A € R x"), vektor
(x € R, ), maka [A® x]; = max{a; + x;}. Dan untuk setiap A,B €
Rxt danx,y € R}, maka:
1A < B, jika a;; <b;; untuksemua i € m,j € n.
2. x<y,jikax; <y untuk semuaj € n
3. A<SB dan <y, maka AQ®x <BQ®y disebut sebagai

monotonisitas dari operasi &.

Contoh 11.B.2:
Diberikan dua buah matriks yaitu A = (3 ‘9) B = (5 1) dan dua
7 5/° 9 6
buah vektor yaitu x = (g) Y = (170), maka didapat:
ARQx<BQRy
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G 9el=i oe(7)

B + (=), — +5)
) ( )‘ (m;);xi26?7++ (—oo),5++5) ):

iy )= (5)= (50

- G
(
( ) ( o (maxs'z@s +10,1 + 7)) _
(

maxi{9 + 10,6 + 7)

maxi(i15,8) )
maxif19,13)

Il

VoS
=
O Ul
N—r
~
=

Jadi, dari (i) dan (ii) didapat (£ ) < (12).

Definisi 11.B.1:

Sebuah matriks interval didefinisikan A =[A,A] .dengan A4,A€

R7X%,A < A, sedangkan vektor interval b= [b,b| dengan b,b,€

R™, +b<bh

, dan dinotasikan dengan:
AQRx =b, (2.5)
Bentuk (2.5) disebut sebagai sistem interval pada aljabar max-plus.

(Zimmermann,2005:185)
Jika A = A maka sistem intervalnya disebut sistem interval dengan

matriks konstan dan jika b = b maka disebut sistem interval dengan sisi

kanan konstan.
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Definisi 11.B.2:
Peran penting dari penyelesaian A @ x < b disebut solusi prinsipal. Dan
didefinisikan sebagai berikut:

x*(A,b) = min;e,, {b; — a;;}, untuk setiap j € N. (2.6)

(Zimmerman, 2005:179)

Lemma I1.B.1 Diberikan A € R dan b € R, , maka:
1) jika A ® x < b dengan x € R}, , maka x < x*(4, b)

i)A ® x*(4,b) < b.

Lemma 11.B.2 Diberikan A', A% adalah dua matriks pada R™X* dan b!,
b? adalah vektor yang bersesuaian. Maka didapat sebuah sistem
pertidaksamaan pada R sebagai berikut:
Al @ x < b! (2.7)
A2 ® x > b? (2.8)
mempunyai solusi - jika dan hanya jika solusi prinsipal x*(A4%,b')

memenuhi (2.8).

C. Konsep Penyelesaian untuk Sistem Interval pada Aljabar Max-Plus
Dalam menyelesaikan sebuah sistem interval maka harus
dipertimbangkan dan didasarkan pada konsep penyelesaian sebuah

subsistemnya. Konsep penyelesaian dari sistem interval dalam aljabar max-
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plus terdiri dari tiga jenis penyelesaian. Berikut ini adalah tiga jenis
penyelesaian untuk sistem interval pada aljabar max-plus:
1. Penyelesaian Kuat
Sebuah sistem interval mempunyai penyelesaian kuat jika
elemen dari vektor x pada sistem intervalnya merupakan penyelesaian
kuat. Dan jika sebuah sistem interval mempunyai penyelesaian kuat
maka apabila sistem interval tersebut digunakan untuk menyelesaikan
permasalahan dalam kehidupan nyata maka sudah tidak terdapat

kesalahan.

2. Penyelesaian Toleran

Sebuah-sistem interval mempunyai penyelesaian toleran jika
elemen dari vektor x pada sistem intervalnya merupakan penyelesaian
toleran. Dan jika sebuah sistem interval mempunyai penyelesaian toleran
maka sistem interval tersebut dapat digunakan untuk menyelesaikan
permasalahan dalam kehidupan nyata dengan kemungkinan munculnya
kesalahan sangat kecil sekali atau dengan kata lain sistem intervalnya
dapat digunakan sebagai penyelesaian dan dapat juga tidak digunakan

untuk penyelesaian.

3. Penyelesaian Lemah

Sebuah sistem interval mempunyai penyelesaian lemah jika

elemen dari vektor x pada sistem intervalnya merupakan penyelesaian
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lemah. Dan jika sebuah sistem interval mempunyai penyelesaian lemah
maka sistem interval tersebut dapat digunakan untuk menyelesaikan
permasalahan dalam kehidupan nyata dengan kemungkinan masih
terdapat beberapa kesalahan. Dan disarankan untuk mengubah elemen-

eleman dari vektor intervalnya.
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